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Zadani
Pomoci difrakéni miizky urcete vinovou délku zdroje zafeni (laserové ukazovatko). Pro vypocet pouzijte
metodu nejmensich ¢tverct. Odhadnéte nejistotu vysledné vinové délky pro 95%ni interval spolehlivosti.

Teoreticky uvod

Difrakce na mrizce
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Obr. 1 Difrakce na mrizce

Me¢tenim pomoci difrakéni miizky miizeme snadno urcit vinovou délku koherentniho zdroje svétla. Princip je
ukazan na obr. 1. Laserovy svazek dopada na difrakéni miizku o miizkové konstanté¢ a (vzdalenost mezi
dvéma vrypy) a dojde k pterozdé€leni energie takovym zplsobem, Ze svétlo pokracuje za miiZzkou ve sméru
tzv. difrakénich tadu [1-3], jejichz stopu v pricné vzdalenosti ym mizZeme registrovat na stinitku. Z teorie
difrakce na miiZce je znamo, ze pro thel am m-tého difrakéniho fadu (méteno od optické osy viz obr. 1) plati
vztah [1-3]
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kde A je vlnova délka pouzitého zafeni, a je miizkova konstanta (vzdalenost mezi dvéma stiedy Stérbin
miizky), m oznacuje difrak¢ni fad. Pomoci pfi¢né vzdalenosti ym a vzdalenosti stinitka od difrak¢éni miizky z
mizeme vztah (1) upravit na

aym,
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Ze vztahu (2) je ziejmé, ze vinovou délku mizeme snadno uréit pomoci méfeni ti veli¢in.

=mA. (2)

Vypocet vinové délky svétla pomoci metody nejmensich ¢tvercd a odhad nejistot vysledné vinové
delky

Jak je patrné ze vztahu (2), vinova délka predstavuje smérnici linearniho trendu, jehoz hodnoty mizeme
vycislit pomoci méfeni tif veli¢in: a — mfizkova konstanta, ym — pficnd vzdalenost m-tého difrakéniho fadu
meéfend na stinitku, z — vzdalenost stinitka od difrakéni miizky. Pro aplikaci metody nejmensich ¢tvercd na
vypocet vinové délky formulujeme pomoci rovnice (2) nasledujici linearni model pro N méfeni:
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Odhad skute¢né hodnoty vinové délky poté vypocteme metodou nejmensich ¢tverci pomoci vztahu [4,5]

= (ATPA)*ATPI, (4)

kde P je vahova matice, jejiz i-ty prvek pi na diagonale bude dan vztahem (aplikujeme-li zakon pienaSeni
varianci [4,5])
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kde vy, ; oznaCuje levou stranu rovnice (2) pro i-t¢ méfeni a nejistoty U.(a), uc(y,;) @ Uc(z) urcime
odhadem kombinovanych nejistot pfimych méfeni [4,5].

Ptedpokladejme, Ze kazda z pfimo méfenych hodnot y  ; je méfena M-krat. Pot¢ odhad nejistoty uc (y,,;)
bude dan vztahem [4]
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kde Y,,; zna&i primér z M méfeni y, ; a Ug(Y,,;) je odhad nejistoty mé&feni y,,; metodou typu B [4]. Dale
pfedpokladejme, ze parametry a a z jsou méfeny pouze jednou, poté plati zjednoduSujici rovnost
Uc(a) =ug(a) a us(z) =ug(2).

Vztah (4) miizeme v tomto jednoduchém ptipad¢ piepsat jako
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Odhad nejistoty u(4) vypoétené hodnoty vinové délky poté ziskame ze vztahu [4,5]
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kde $, znaci aposteriorni odhad jednotkové smérodatné odchylky [4,5].

Vysledny odhad rozsitené nejistoty (pro 95%ni interval spolehlivosti) hodnoty vlnové délky uré¢ime jako

U 95% (i) = kgs%uc (ﬂ“) ) (9)

kde Koz, =1,96 .

Zpracovani merenych dat

Difrakce na miizce byla métena pro 5 difrak¢nich fadt. Pro kazdy difrakéni ¥ad m (m =1 — 5) byla tiikrat
zméiena piicnd vzdalenost y, ; méfitkem s nejistotou ug (y,,;) = 0,5 mm, dale byla metrem jednou zméfena
vzdalenost z stinitka od difrak¢ni miizky s nejistotou ug(z) =1mm. Z kalibra¢niho listu byla odectena
miizkova konstanta a s nejistotou ug(a) = 0,005 mm. V tab. 1 jsou uvedeny pfimo méfené hodnoty, odhad
jejich skute¢nych hodnot a kombinovanych nejistot. Tab. 2 poté ukazuje hodnoty linearniho modelu (2)
vypoctené¢ho pomoci mefenych velicin spolecné s jeho nejistotami danymi vztahem (5), a dale dokumentuje
vypocet metody nejmensich ¢tverct a odhad nejistot vysledného parametru — vinové délky.

Tab. 3 ukazuje vyslednou vypoctenou vinovou délku spoleéné s odhadem jeji nejistoty s 95%nim intervalem
spolehlivosti. Na obr. 2 je poté zobrazen linearni model vypoéteny z méfeni pomoci vztahu (2) spolecné s
linedrni aproximaci vypoc¢tenou metodou nejmensich ¢tverct viz piedchozi kapitola.

Pouzity vypocetni kod pro prostiedi Matlab je uveden v Pfiloze 1. V Pfiloze 2 je poté doloZen original
zdznamu z méteni.



Tabulka 1 Merené hodnoty

o - GGy o] | @] | 2[us@)]
1 | 317 | 315 | 3.8 3167 0.30
2 [ 633 | 631 | 634 63.27 0.30
3 | 949 | 949 | 947 94,83 0.30 [00’00025] 1&%0
4 | 1274 | 1276 | 1274 127 47 0.30 ’
5 | 1603 | 1602 | 1605 160,33 0.30

Tabulka 2 Vypoctené hodnoty linedrniho modelu

m Vi -le—4 [] U(Ymi)-le—4 []
1 6,33 1,58
2 12,63 3,16
3 18,88 472
4 25,29 6,32
5 31,66 7,92
A [nm] 631,85
Uc(4) [nm] 0,70
U(4) [nm], k = 1,96 1,36
Tabulka 3 Vysledné hodnoty vypoctu
. 1 Nejistota [nm] (k = 1,96, interval
ML Sl spolehlivosti 95%)
631,9 14
Vypoctené hodnoty
%1073 A=631.9 nm, U95%(/\)=1.4 nm, k = 1.96
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Obr. 2 Zobrazeni hodnot vypocteného linedrniho modelu a vypocet vyrovnani metodou nejmensich ctverci




Diskuze

V ramci méfeni nedoslo k zddnym vyraznym komplikacim. M¢éfici aparatura byla sestavena, dle pokynt bylo
provedeno pozadované méfeni a hodnoty zpracovany metodou nejmensich ¢tverct spole¢né s odhadem
nejistot pro 95%ni interval spolehlivosti.

Zaver

V uloze byla ur¢ovana vinova délka zdroje svétla (laserové ukazovatko) pomoci difrakéni miizky. V praci je
nejdiive prezentovan teoreticky uvod a potiebné vztahy pouzité pii vypoctu. Byla métfena sada dat piicnych
vzdalenosti na stinitku pro vybrané difrak¢ni fady, vzdalenost stinitka od difrak¢éni miizky a z kalibracnich
listh byla doddna hodnota miizkové konstanty. Metodou nejmenSich Ctvercii byl poté vypocten odhad
skute¢né hodnoty vlinové délky pouzitého zdroje svétla spolecné s odhadem rozsifené nejistoty pro 95%ni
interval spolehlivosti. Vysledné hodnoty jsou: 4 =(631,9 = 1,4) nm. Hodnota se v ramci uréené nejistoty
shoduje s katalogovymi udaji vyrobce zdroje pouzitého zareni.

V Praze dne 20. 2. 2017
Petr Pokorny, Pavel Kulmon, Filip Smejkal
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Priloha 1 — Pouzity kod pro zpracovani ulohy v prostredi Matlab

©

[

%% Merene hodnoty (pro MNC nutne zadat jako sloupcove vektory)
% difrakcni rady
m= [1:5]"';

% merene polohy difrakcnich radu, kazdy meren 3x
ym merene = [ 31.7 31.5 31.8
63.3 63.1 63.4
94.9 94.9 94.7
127.4 127.6 127.4

3 05

160.3 160.2 160.5];

% vzdalenost stinitka a mrizkova konstanta
z = 1000; a = 0.02;

%% Nejistoty merenych hodnot odhadnute metodou B
uBym = 0.5; uBa = 0.005; uBz = 1;

Zpracovani primo merenych hodnot
% odhad stredni hodnoty

ym mean (ym merene,2) ; % prumer ve smeru radku (viz help mean)
% odhad kombinovane nejistoty merenych parametru

N = size(ym merene,2); % pocet mereni kazde veliciny

eym = ym merene - repmat (ym,1,N); % odchylky mereni od prumeru

uCym = sqgrt ((sum(eym.”2,2)/(N-1) + uBym"2)/N);

%% Vypocet hodnot pro linearni zavislost (tvorba linearniho modelu)
y = a*ym./sqrt (ym."2 + z"2);
X = m;

oe

% Vypocet nejistot velicin pro linearni zavislost (zakon prenosu varianci)
% derivace y podle merenych velicin

dy ym = y*z"2./(ym.* (ym."2 + 2°2));

dy z y*z./(ym."2 + z°2);

dy a = y/a;

[

% nejistota uy
uCy = sqrt(dy ym.”2.*uCym."2 + dy z.”2*uBz"2 + dy a.”2*uBa”"2);

%% Vahy pro MNC

p = uCy(l)"2./uCy.”2; % jako sig0 volena prvni z uCy
P = diag(p);

%% Vypocet MNC

A=x; 1=y;

lam = (A'*P*A)\ (A'*P*1);

%% Nejistota z MNC

E = A*lam - 1;

s0 = sqrt(E'*P*E/ (size(A,1) - 1));
S = s072*inv (A'*P*A) ;

ulam = sqgrt(diag(S));

%% Vysledna rozsirena nejistota lambda s 95%nim intervalem spolehlivosti
kp = 1.96;
lam = kp*ulam;

%% Zobrazeni vyslednych hodnot
fprintf ('Vypoctene hodnoty [nm]: lam = %.1f, U95 = %.1f, k = %.2f\n',lam*le+6,Ulam*1le+6, kp)

%% Graf
figure (1)
plot(x,y, 'x',...
x,A*lam, '-', 'LineWidth',1.5, 'MarkerSize', 10)
grid on
x1im ([0 max(x)+1])
ylim ([0 max (y)+0.2*max (y) 1)
xlabel('m [-]")
ylabel (' (a \cdot y {m,i})/(y"2 {m,i} + z"2)~{1/2} [-]1")

title ({'Vypoctené hodnoty', ['\lambda = ',num2str (lam*le+6,'$.1f"),...
' nm, U {95%} (\lambda) = ',num2str(Ulam*le+6,'$.1f'),' nm, k = ', num2str(kp,'%$.2£")1})

’
legend ('M&¥enad data', 'Vyrovnani MNC', 'Location', 'SouthEast')




Pfiloha 2 — Original zapisu z méreni
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