Z.aklady teorie chyb a zpracovani
fyzikalnich méreni

Jifi Novak

Tento text je zamySlen jako pomicka pro vypracovani laboratornich tloh
z fyziky. Je urCen pouze pro studijni ucely a jeho ucelem je objasnit metody
zpracovani méfeni.



1. Chyby méreni

1.1 Druhy chyb

Jestlize provadime méfeni téze fyzikalni veli¢iny za stejnych podminek nekolikrat za sebou,
obdrzime zpravidla odlisné hodnoty. Méfené velicin€é vSak nalezi pouze jedna spravna
hodnota. Kazdou odchylku namétené hodnoty X’ od spravné hodnoty X nazyvame obecné
chybou méfenti, tj. definujeme tedy chybu métfeni AX jako

AX =X -X".

Chyby mohou byt jak kladné, tak i zadporné. Udavame-li chybu rozdilem spravné veli¢iny a
naméiené veli¢iny, potom mluvime o chybé absolutni. Absolutni chyba je veli¢ina, kterd mé
rozmér mefené veliiny, tj. mé stejné jednotky. Jestlize vyjadiime chybu relativné vici
meétené hodnoté, potom jde o relativni chybu méfené veli¢iny. Relativni chybou & méfené
veli¢iny se rozumi pomé&r absolutni chyby AX a spravné hodnoty X této veli¢iny. Pro definici
relativni chyby plati tedy

5X = AX X=X’

X X

Relativni chyba je bezrozmérna veli¢ina a Casto se uvadi v procentech. Mlze stejné¢ jako
absolutni chyba nabyvat kladnych nebo zédpornych hodnot. Pomoci relativnich chyb mizeme
porovnat piesnost méefeni fyzikalnich veli¢in s riznym rozmérem.

Ten, kdo provadi dané méteni, by se mél predevsim snazit provadét a zpracovavat toto méfeni
s co nejmensimi chybami. OvSem nelze nikdy dosdhnout vypoctem vySsi presnosti nezli
zarucuje dand metoda meéfeni. Hlavni pfi¢iny, diky kterym kchybam dochdzi, jsou
nedokonalost a nepiesnost méficich piistrojli, pouZzitd metoda meéfeni, nedokonalost a
nespolehlivost lidskych smysli (pokud na nich méfeni zavisi) a ptehlizeni okolnich vliva
pusobicich na méteni. Chyby méfeni lze v zasad¢ délit na systematické a ndhodné.

Systematické chyby - zkresluji vysledek meéfeni zcela urCitym zplsobem a s jistou
pravidelnosti, coz se projevuje zejména tim, Ze vedou k hodnotam, které jsou bud’ trvale
vy$$i, nebo trvale nizsi, nez je hodnota spravna. Jejich pficinou Casto byva pouzitd metoda

v

meéfeni, pouzité méfici ptistroje a ten, kdo méteni provadi (tzv. chyby osobni).

Chyby, jejichz pfi¢inou je pouzitd metoda, vznikaji nedokonalosti, nepfesnosti, neuplnosti
nebo nevhodnosti pouzitého zptisobu méfeni. Casto se stava, Ze pouzitd metoda, odpovida
urCité definici méfené veliiny, kterou vSak pii méfeni nelze plné respektovat. Napiiklad
vazenim na vzduchu vznikd systematickd chyba v dusledku neuvazovéani rtizného vztlaku
latek rizné hustoty nebo nelze napt. pouzit pfi méfeni tyce délky 1m mikrometrického
Sroubu, ackoliv sdm o sobé je velmi presny méfici nastroj, tak pro toto mefeni se absolutné
nehodi (to je stejné jako stfilet na vrabce kandnem). Tyto chyby lze odstranit bud’ pouzitim
jiné metody nebo vylou¢enim chyby vypoctem.

Chyby, jejichz pficinou jsou pouzité pfistroje, vznikaji nedokonalosti a neptesnosti provedeni
meéficich pfistroji. Typickym piipadem je nedokonalost a nepfesnost stupnic méficich
pfistroji a pomucek, nepiesnost sady zavazi aj. Chyby tohoto typu lze u kazdého pfistroje

¢astecné odstranit zavedenim piislusnych korekénich Cinitell, které upravuji méfené hodnoty.



Osobni chyby jsou systematické chyby zplsobené tim, kdo méfeni provadi (pozorovatel).
Tyto chyby se projevuji zejména pti méfeni casovych okamzikii a délek a jsou siln€ zavislé na
pouzitém pozorovateli. Tyto chyby se daji vyloucit tim, ze vylou¢ime subjektivni pozorovani
objektivnimi metodami (tj. nepouzijeme pozorovatele) nebo ji tézZ mizeme vyloucit pouzitim
vétSiho poctu pozorovatell. Dale pfi méfeni miiZzeme narazit na tzv.hrubé chyby, jez jsou
zpisobeny Unavou ¢i nepozornosti pii méfeni. Velké hrubé chyby se vétSinou lehce poznaji,
protoze vyrazné€ vybocuji z charakteru méfenych hodnot stejné veli¢iny. Hrubé chyby zasadné
z méfeni vylucujeme, jelikoZ by ovlivnily vysledky métfeni nepfipustnym zpiisobem.

Nahodné chyby jsou jiného typu nezli chyby systematické.Vyloucime-li systematické chyby
z méficiho procesu a opakujeme-li méteni néjaké veli¢iny za stejnych podminek, zjistime, ze
vysledné hodnoty jednotlivych opakovanych méfeni téZe veli¢iny se navzajem ponékud lisi,
tj. nedostaneme vzdy stejnou hodnotu. PfiCinu téchto chyb nedovedeme urcit, mohou byt
zpisobeny napf. malymi c¢asovymi zménami okolnich podminek v pribéhu méfeni (tj.
teploty, tlaku, vlhkosti, elektromagnetickych velicin atd.). Téchto navzajem nezéavislych vliva
muze spoluptlisobit v nékterych ptipadech opravdu mnoho, pfi¢emz jejich jednotlivy vliv je
tézko postizitelny. Proto pivod ndhodnych chyb Ize vidét skutecné v ndhodé. Na rozdil od
chyb systematickych, jez se vyznacuji uréitou pravidelnosti, se ndhodné chyby chovaji
naprosto nepravidelné¢ (nahodng).

Chyby zavinéné jednotlivymi nezavisle pisobicimi vlivy se nazyvaji elementarnimi chybami.
Vyslednou ndhodnou chybu méfteni €, je pak mozno vyjadiit jako soucet elementarnich chyb a
muzeme tedy psat

€= z €;

kde g; oznacuje elementarni chyby. Déle pfedpokladame, Ze ndhodné chyby se vyskytuji jak
zéporné, tak 1 kladné, a ze pravdépodobnost vyskytu kladnych i zadpornych chyb je stejna.
Vysledek méteni piedstavuje v disledku pisobeni nahodnych chyb ndhodnou veli¢inu a tudiz
k vySettovani nahodnych chyb meéfeni je nutné pouzit statistickych zékonitosti. Lze
poznamenat, ze statistické zakonitosti se pfesné uplatiiuji v piipadech, kdy méame velky pocet
méfeni (N - o). V pfipadé mensiho poctu méfenych hodnot je nutno nahradit nékteré
charakteristiky nahodnych veli¢in tzv. vybérovymi charakteristikami. Na zaklad¢ poctu
pravdépodobnosti 1ze pro kazdou ndhodnou veli¢inu, tj.pro kazdou métenou veli¢inu, zjistit
jeji tzv. nejpravdépodobnéjsi hodnotu.

Spojitd funkce p(x) jez udava rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veliciny v celém
intervalu pfipustnych hodnot se nazyva hustota pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, Ze
nahodna veli¢ina x bude lezet v intervalu (a,3) je

B
P(a,B) =jp(><)-

Z teorie pravdépodobnosti je znamo, Ze hustota pravdépodobnosti ndhodné veliiny, jez je
vyjadiena jako soucet mnoha navzijem nezavislych, ale jinak libovolnych veli€in, je dana
nasledujici funkci
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jez se nazyva normalni zdkon rozdeéleni nahodné veli¢iny. VeliCina 4 se nazyva stfedni
hodnota, 6 je smérodatna odchylka a 0° je rozptyl nahodné veli¢iny. Na nasledujicim obrazku
je znazornéno nékolik normdlnich rozdéleni s riznymi rozptyly a stejnou stfedni hodnotou
H=2.
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Jak je vidét z obrazku, rozptyl vyjadiuje miru rozptylenosti jednotlivych méteni a stfedni
hodnota nejpravdépodobnéjsi hodnotu daného méteni.

Uvazujeme-li tedy ndhodnou chybu néjaké métené fyzikdlni veli¢iny za nahodnou velicinu,
potom miizeme za platnosti pfedchozich piedpokladii psat pro hustotu rozdéleni ndhodnych
chyb
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coz je tzv. Gaussiiv normalni zakon chyb. Plyne z ného to, ze Cetnost chyb klesa s rostouci
velikosti chyby. Tudiz velké chyby jsou méné cetné nez malé chyby, coz odpovida
skutecnosti. Jak 1ze pozorovat z obr.2 stfedni hodnota ndhodnych chyb je rovna nule, jelikoz
se vyskytuji kladné i1 zaporné chyby stejné velikosti se stejnou Cetnosti. Proto je nutné jako
méfitko chyby vzit néjakou jinou veli¢inu, a to smérodatnou odchylku daného rozdé€leni, ktera
se téz nazyva stiredni kvadraticka chyba a plati pro ni

g =2t
n
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Chyby méfeni se vétSinou uvadeji jako tzv. pravdepodobné chyby 9, které obsahuji informaci
o tom, jaké procento chyb se nachdzi ve spolehlivostnim intervalu (-8,9). Chceme-li tedy
najit takovou hodnotu chyby 9, kdy do uvedeného intervalu zahrneme & % vSech chyb, potom
musime fesit nasledujici rovnici

9
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Pravdépodobnou chybu 3¢, kterd pokryva interval spolehlivosti chyb s pravdépodobnosti
vyskytu & % lze zapsat nasledovné

d =V,0,

kde vg je pfisluSny koeficient vyjadfujici dany spolehlivostni interval. Jak lze pozorovat
z obr.3 je pfi poZadavku & =95 % koeficient a tudiz do intervalu (-93,,3) padne pfiblizn€
95% vsech chyb. Chyba rovnd trojnasobné stfedni chyb& se nazyva krajni chybou a
pravdépodobnost, Ze nebude pii méfeni piekrocena, se rovna piiblizn€ 99,73 %. Je téZ mozné
chybu vyjadfit jako tzv. primérnou chybu A, kterd je definovana nasledovné
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Na nésledujicim obrazku je vidét histogram Cetnosti vyskytu jednotlivych méficich chyb pfi
skute¢ném meéfeni, pficemz je grafem proloZena odpovidajici kiivka (normalni rozdéleni).
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V nasledujici tabulce jsou uvedeny nékteré nejpouzivanéjsi intervaly spolehlivosti a jim
odpovidajici koeficienty v .

Tab.1

& [%o] Ve
50 0.674
90 1,645
95 1,960
99 2,576

1.2 Nejpravdépodobnéjsi hodnota mérené velifiny a jeji presnost

Jak jiz bylo feceno, vysledek fyzikalniho méfeni lze pokladat za ndhodnou veli¢inu, ktera se
fidi normalnim rozdélenim, a vysledky plati pro veliky pocet méfeni (N — oo). Téchto
vlastnosti ndhodnych chyb mizeme vyuzit pti hledani nejpravdépodobnéjsi hodnoty métené
veli¢iny a pii hodnoceni piesnosti provadéného méteni. Oznacime-li vysledek i-tého méfeni
jako x; , chybu i-t¢ho méfeni jako €;, spravnou hodnotu métené veli€iny x a predpokladame

(N - o), potom dostaneme
n

& =X —X;, Zai:O.

Upravime-li ptedchozi vztahy, potom mizeme vypocitat spravnou hodnotu vysledku méteni

jako
Ii(x—xi):nx—lixi U x='Z%.

V meznim piipadé nekonecného poctu méieni lze za ptredchozich ptedpokladii spravnou
hodnotu vysledku méteni vypocitat jako aritmeticky primér naméfenych hodnot. Pfi redlném
meéfeni vSak neni nikdy nekonecny a nékdy ani dostatecné velky. Abychom i v tomto
dalezitém pfipadu nalezli nejpravdépodobnéjsi hodnotu vysledku, musime postupovat
nasledovné.

Je nutné zjistit, jaké rozloZeni chyb bude nejpravdépodobnéjsi pfi kone€ném poctu méfeni n.
Pravdépodobnost, ze chyba nahodné vybraného méteni lezi v intervalu

1 1
Es—gda,a+5da§

je v disledku platnosti normélniho zakona rozdéleni nahodnych chyb

1 _&
e 29 de.

dP(e) =
O+ 2Tt

Obdobn¢ muzeme vyjadrit pravdépodobnost rozlozeni ndhodnych chyb kolem jinych hodnot
chyb €. Pravdépodobnost, Ze nékolik nezavislych jevl nastane sou€asné je rovna soucinu
jejich pravdépodobnosti, tj. pro rozlozeni n chyb kolem hodnot €,,...,&, bude
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pricemz ptedpoklddame, Ze jednotliva meéfeni jsou provadeéna stejné piesné, tj. 0=0.
Nejpravdépodobnéjsi bude takové rozlozeni chyb, které ma nejvétsi pravdépodobnost, tj. pro
které je ptedchozi vyraz maximalni. To vSak nastane pro nejmensi hodnotu vyrazu

dP(g) = ﬁ dP(g;) =

g +e +...+€ - min., o (X=X%X,)? +(X—X,)* +...+(X—X,)? =min.

Minimalizaci uvedeného vyrazu ziskdme jako nejpravdépodobnéjsi hodnotu x vysledku
méteni aritmeticky primér X naméfenych hodnot

Skutec¢nou (absolutné piesnou) hodnotu métené veli¢iny nikdy nezjistime, ale ze vSech vztahti
mezi spravnou hodnotou a naméfenymi hodnotami je nejpravdépodobnéjsi vzdy aritmeticky
prumér. Ze aritmeticky prumér nedava presné spravnou hodnotu naméiené veliCiny je mozné
odvodit z nasledujiciho vztahu
n n
n Z Xi Z si
1= 1

Zsi: (x—xi):nx—in, 0 X = =X- ,
B E = n n

ze kterého je vidét, Ze aritmeticky prumér X se 1i$i od spravné hodnoty métené veliCiny x o
¢len
n
z g /n.
1

Dalsi dialezitym problémem je zjiSténi, s jakou piesnosti bylo méteni provedeno. Musime tedy
urcit hodnotu stfedni kvadratické chyby pocitané z nejpravdépodobnéjsi hodnoty X a nikoliv
ze spravné hodnoty x. oznacime-li A; odchylku i-t¢ho méfeni od aritmetického priméru,

potom se zietelem na predchozi vztahy plati
n

A, =¢ ;Ek.

n

Umocnénim ptedchazejiciho vztahu a setenim pro vSechny naméfené veliCiny x; ziskdme
n n n-1 n
n-1 2
ZAzi :—Zs§ -= zaisk :
1= n 1= n 1=1 k=1+l
Druhy ¢len v uvedeném vyrazu obsahuje g% soucint €€, , kladnych 1 zapornych, jejichz

pocet je priblizn€ stejny. Proto je mozné tento druhy ¢len zanedbat, piicemz se dopoustime
zanedbatelné chyby. Ziskam tak vyraz
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ze kterého pro stiedni chybu jednoho meéreni lehce ziskame

Tato veliCina se také (obzvlasté ve statistice) oznaCuje symbolem s a nazyva se vybérova
smérodatna odchylka.

Zatim jsme vzdy uvazovali, Ze pfesnost vSech méfeni byla stejnd. Pokud vSak budeme méfit n
pfimych a nezavislych méfeni x; téze veli€iny x, kterd jsou zjiSténa s rliznou piesnosti,
musime pouzit modifikované vztahy pro nejpravdépodobnéjsi hodnotu a stfedni chybu
jednoho méfeni. Pii odvozovani téchto vztahli postupujeme naprosto stejnym zptusobem jako
u stejn¢ presnych dil¢ich méfeni. Jedind zména je v tom, ze uvazujeme 0, Z0, #...Z0,, tj.
riznou piesnost méfenti.

Nejpravdépodobnéjsi hodnotou takto provadéného méieni je potom tzv.vdzemy aritmeticky
priumer

Strredni kvadratickou chybou provedeného méteni pii riizné presnosti dil¢ich méfeni je potom
nasledujici vyraz

1.3 Chyby pfimych méieni

Velmi ¢asto méfime né&jakou fyzikalni veli¢inu X pfimo, tj. napiiklad vazeni, méteni délky aj.
Tato méfeni opakujeme n-krat za myslitelné stejnych podminek, abychom mohli ziskat
nejpravdépodobnéjsi hodnotu X této veliCiny a jeji stiedni chybu 0,. Z n naméfenych hodnot
x; ur¢ime nejpravdépodobnéjsi hodnotu X jako aritmeticky pramér, tj.

a dale spocitame stfedni kvadratickou chybu dané¢ho méteni jako
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pomoci které miizeme jednoduse urcit zvolenou pravdépodobnou chybu, kterd zajist'uje urcity
interval spolehlivosti daného vysledku. Pravdépodobna chyba bude poté

Bt =Ve0,.

Vysledek celého méteni poté€ zapisujeme ve tvaru: (X +3, ;).

1.4 Chyby neprimych méreni

Rada fyzikalnich veli¢in se ziskava vypoétem podle né&jakého fyzikalniho zakona, ktery
vyjadiuje souvislost mezi danou veli¢inou a nékolika jinymi veli¢inami, na nichZ je zavisla a
které jsou ziskavany méfenim. Napiiklad hustotu pevnych latek mtizeme urcit z namérené
hmotnosti a objemu télesa. Hledanou veli¢inu tedy pifimo nemétime, ale pouze ji pocitame
podle néjakého vzorce (fyzikalniho zédkona) z jinych méfenych nebo vypoctenych velicin, u
kterych zname jejich pravdépodobnou nebo stiedni chybu.

Necht tedy y je néjaka veli€ina, jez je funkci n dalSich veli€in x; a necht’ déle je tato funkce
spojité diferencovatelnd na svém defini¢nim oboru. Lze tedy pro tuto zavislost psat

y =F(X;) =F(X,,X;,...,X,)

Nejpravdépodobnéjsi hodnotu y dané veliiny y ziskdme dosazenim nejpravdépodobnéjsich
hodnot X; veli¢in x; , .
y =f(X;) =F(X,,X,,...,X,)

Absolutni chyby veli€in x; ozna¢ime € a nasledné¢ mizZzeme vyjadfit diferencial uvedené
funkce, tj. jeji diferencidlni zménu v disledku velmi malych zmén v jejich proménnych , jako

df = dei .
& 0X;

Jsou-li chyby g; , kterych jsme se dopustili pfi j-tém méteni veli€in x; , dostatené malé,
potom miliZeme pro piislusné chyby Ay; vysledné veliCiny pfi j-tém méfeni psat stejné vztahy
jako pro diferencialni pfirastek uvedené funkce, tj.

= of ;
Ay; = _678“., J=1...,N

Umocnénim ptfedchoziho vztahu ziskdme

2
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Abychom nalezli vztah mezi stfednimi 0; chybami veli¢in x; a stfedni chybou g, vysledné
veli¢iny y, zavedeme ptedpoklad, Ze pro stfedni chyby byly ur€eny na zakladé velkého poctu
N méfeni a seCteme predchozi rovnice pro vSechna provedena méteni j =1,...,N . Potom plati

i PSR E(;) ) L <« Hof [Hof
a po dosazeni stiednich kvadratickych chyb dostaneme
2 _ Z of 2 Nt Haf |:H:|af Hsijskj
= S +2 .
=gl e 2p .8 o e

Vzhledem k tomu, Ze jsme predpokladali nezavislost stiednich chyb jednotlivych veli¢in x; a
veliky pocet provedenych méfeni, plati

N

-3

coz je hledany zdkon prendseni stiednich chyb. Tento obecny vzorec urCuje stiedni chybu o,
funkce libovolného poctu métenych veli€in x; , jejichZ stiedni chyby jsou 0;.

=cov(g;,&,) =0,
J:
a tedy

vV

moznou chybu vysledku z diferencidlu zkoumané funkce tim, Ze ji zvolime jako maximalni
moznou velikost tohoto diferencidlu, t;.

- _«—|O0F

v, MAX .Z aXi

Z ptedchozich vzorch je vidét, Ze roli chyb 0 mohou hrat jak chyby stfedni, tak 1
pravdépodobné nebo chyby méfenych veli¢in odhadnuté pfed métenim.

Velmi Casto 1ze k posuzovani pfesnosti provadéného méteni pouzit popisu pomoci relativnich
chyb méfenych veli€in. Pro relativni maximalni chybu a pro stiedni relativni chybu poté
ziskame jednoduse z ptedchozich vzorci

n

Oy max _ Z:[

of
0X;

2

v [FOXeX,)




Nyni uvedeme né¢kolik jednoduchych vysledkl, které plynou ze zdkona o pfendseni chyb
stiedni chybu aritmetického pruméru G . Necht' veli¢ina x byla n-krat zméfena, ¢imz bylo
ziskdno a hodnot x;. Jako vysledek byl vzat aritmeticky primér jednotlivych méfeni, jez
pokladame za stejné pfesné a pfisuzujeme jim stejnou hodnotu stfedni chyby a,, vypoctenou
podle vztahu pro stfedni chybu jednoho méfeni. Aritmeticky primér mizeme tedy v tomto
piipadé povaZovat za funkci n veli€in x;, métenych se stejnou chybou a plati

X =F(X;) =F(X,;,X,,....,X,) = ,

of 1

—_— =, rol=1..,N.
oxX; n P

Podle zédkona o pfenaSeni stiednich chyb poté dostaneme pro vyslednou stfedni chybu

Z ptedchoziho vztahu plyne velmi dilezity zavér, ze stfedni chyba aritmetického primeéru
stejn¢ presnych meéteni je Jn mensi nezli stredni chyba jednoho méteni. Totéz ovSem plati

téz pro chyby pravdépodobné, jez jsou umeérné chybam stiednim. Tudiz namétime-li vice
hodnot, ziskdme vyssi pfesnost vysledku, cozZ je ndzorn€ vidét z nasledujiciho obrazku.
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Z obrazku vyplyva, Ze pti provedeni 10 méfeni snizime chybu meéfeni oproti 1 méfeni
pfiblizné ttikrat. Pfi provadéni dalSich méteni neni jiz tento pokles zdaleka tak vyznamny. Je
vhodné pii ptimém méteni néjaké veliciny tedy tuto veli¢inu zméfit alespon desetkrat.

Nyni provedeme nékolik jednoduchych piikladii zdkona pienosu pravdépodobnych chyb
méfeni J .
1. Mame-li urcit chybu funkce jediné méfené veli¢iny, mame

T =f(%), or = E, a tudiz IF(X)] = Ef}(x).
ox dx dx
1a) nasobeni konstantou c:
J[cx] =cd(X)
1b) mocninna funkce:
— vk af —_ k-1 ry k1 — k-1
(X)) =x", a——kx , atudiz X ] =kx*"9(x),
X
k
coz lze psat také ve tvaru pro relativni chybu 3, jako 9, (X) = 19[)(k ] = ) .
X X
Ic) logaritmicka funkce:
T(X) =Inx, E:l, a tudiz IInX] :w:{)r(x)
X X X

2. Mame-li funkci dvou proménnych f(x,y):
2a) soucet dvou veliCin:

F(X,y)=X=Yy, g—f(:l, %ﬂ, a tudiz X +y]=+/9*(X)+9°(y),

2b) soucin a podil dvou mocninnych funkci métenych velicin:

S, ,t-1

F(x,y) =x°y", E:sxs“yt, E:txy ,
0X oy

9[xy*t] =459, () +18,”(y).

Jako specidlni ptipad ptedchoziho vztahu plyne vzorec pro pravdépodobnou chybu soucinu
nebo podilu dvou velicin.

9xy]=9[x/y] =9, () +9,(y) .

Je nutné si povSimnout toho, Ze velikost chyby vysledku ovliviiuje vétsi z uvazovanych chyb
jednotlivych veli¢in, které vstupuji do vypoctu, tj. tim, ze mame jednu veli¢inu zmétenu velmi
piesné a jinou daleko méné¢ presné nijak neovlivnime vyslednou presnost, kterd bude vzdy
zaviset na nejnepiesnéji namefené veli¢ing€. Je proto vhodné méfit veliiny piiblizné se
stejnou piesnosti.
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Nejpravdepodobnéjsi hodnotou x vysledku meéfeni je aritmeticky primér X namétenych
hodnot x;

Stiredni chyba jednoho méreni je

. .iAZI i:r(Xi_)T)z
T Vna T n-1

Nejpravdépodobnéjsi hodnotou provadéného meéteni s riznymi dil¢imi vdhami (pfesnostmi)
jednotlivych méfeni je vazeny aritmeticky primeér

X=21= kde W_:L

n 1 O.i2 :
2"
1=

Strredni kvadratickou chybou provedeného méfeni pii rizné presnosti dil¢ich méteni je

" i(i__)2
. Iwa X |

-3 w,

Strredni chyba aritmetického primeéru je

Z(xi -x) fo—m_(
“\ nin-1n | nin-1
Pravdépodobna chyba je poté
B,: =V:0,,

piiCemzZ koeficient v, odpovida pozadovanému intervalu spolehlivosti méfeni.

Zakon prenadSeni chyb

Tento obecny vzorec ur€uje stiedni chybu g, funkce libovolného poc¢tu méfenych velicin x; ,
jejichz chyby (stfedni, pravdépodobné nebo urcené odhadem) jsou o;.



Maximalni mozna chyba vysledku

Relativni maximalni chyba méreni je

Oy wax _ Z

v [FO.x0)|

Strredni relativni chyba méreni je




2. Zpracovani méreni

Kazdé méfeni néjaké fyzikalni veli¢iny by mélo byt zpracovano co nejpiehlednéii,
nejndzorngji, s cilem dosdhnout co nejvétsi presnosti, tj. dosdhnout co nejmensich chyb
méfeni. O tom, jakym zplsobem zpracovavat meéfeni a zjiStovat chyby méfeni bylo
dostatecné napsano v kapitole o chybach. Zde je pouze uveden zptlisob, jakym se zapisuji
veskeré vysledky méfeni.

Jestlize méfime néjakou veli€inu X sur€itou absolutni chybou AX, nebo tuto veliinu
vypocteme z naméefenych hodnot, potom vysledek uvadime ve tvaru

(X £AX) [jednotka],

kde X je nejpravdépodobnéjsi hodnota méfené veli¢iny a AX je absolutni chyba této
veli¢iny. Samoziejmé je nutné uvézt jednotky méfené veli¢iny. Vysledné hodnoty chyby se
zaokrouhluji na 1 resp. 2 platné Cislice (1. platnd islice je ta, kterd je v daném ¢&isle prvni
nenulova zleva). Vyslednd hodnota méfené veliCiny se poté zaokrouhli na stejny pocet
desetinnych mist jako ma vyslednad zaokrouhlend chyba. Tento princip zaokrouhlovani se
provadi z ditvodu toho, ze vice cifer ve vysledku nepotfebujeme.

Ptredstavme si, ze méfime néjakou fyzikalni veli¢inu napt. modul pruznosti E jakési tyCe,
spocitdme nejpravdépodobnéjsi hodnotu a déale spocteme vyslednou chybu métené veli¢iny
AE. Ptedpokladejme, ze jsme pocitali na kalkulacce nebo pocitaci a ten na nds vychrlil
nasledujici:

E=1,243625687¢l1 Pa, AE =1,6375986145¢10 Pa,

Potom provedeme nasledujici, zaokrouhlime chybu na 2 platné cifry a na stejny pocet
desetinnych mist i1 vysledek, tj. dostaneme

E=124+ 16 GPa.
Koho by snad lakalo napsat vysledek ve napf. tvaru
E=(12,43625687 £ 1,6375986145)e10 Pa,

z divodu toho, ze dosahne vyssi presnosti méfeni, kdyz uvede vSechny cifry, které se mu
objevily na kalkula¢ce nebo na pocitaci, toho, bohuzel, musim zklamat, jelikoz zadné
piesnosti neprospél, ale naopak vysledek udélal velmi nepiehlednym. Problém je v tom, ze
chyba méfeni je jiz vtadu lelO Pa, a tudiz nema vibec Zadny smysl uvadét nizsi fady.
Ptidame-li totiz naptiklad jednu dal$i hodnotu modulu pruznosti, kterd se nepatrné 1i8i od
ostatnich (napf. v fadu kPa), potom ziskdme v fadu 1e10 Pa stejnou hodnotu, ale v fadu kPa a
nizSich obdrzime Gpln¢ jina Cisla, nez jsme méli v plivodnim vysledku. Stejné tak u vysledné
hodnoty modulu pruznosti uvadime pouze hodnotu do fadu, ve kterém se vyskytuje chyba.
Uvéadéni dalSich desetinnych mist ve vysledku je naprosto zbytetné a ni¢eho se tim
nedosahne.



3. Metoda postupnych méreni

Podstata této métici metody zalezi na pocetnim zpracovavani provadéného meéteni. Je vhodné
pouzitelnd pro méteni n¢jaké fyzikalni veliCiny, které se né€kolikrat opakuje, a to takovym
zpusobem, Ze jednotlivé métici kroky na sebe navazuji, tj. dal$i méfeni zaCindme pro stejné
hodnoty, kterymi skoncilo pfedchozi méfeni. Této metody se da s vyhodou pouzit napf. pfi
opakovaném meéieni doby periodickych déja (doby kywvu, otacek, atd.), pti méteni ploch
planimetrem apod.

Zplsob meéfeni si mizeme osvétlit na nazorném piikladé méfeni doby kyvu kyvadla.
Pocatecni Cas stanovime na 0 (€, =0) a méfime dobu napf. vZdy po 10 kyvech kyvadla
(interval, po kterém méfime dobu kyvu Atby mél byt vzdy daleko vétsi nezli chyba méfeni
casu Ot, jinak bychom mohli dostat naprosto znehodnocené vysledky). Provedeme-li toto
méfeni postupné n-krat, potom rozdily mezi jednotlivymi po sobé jdoucimi hodnotami
méfen¢ho cCasu (t, -t;),....(€, -t ) davaji celkem »n hodnot. Kdybychom jako
nejpravdépodobnéjsi hodnotu tohoto Casu vzali aritmeticky primér méfenych rozdilt, dostali
bychom

1 £ -t
t:H[(tl —t,)+ (@, -t +..+(E, -t )] = - 0

Vysledek je tedy roven n-tin€ rozdilu posledniho a prvniho ¢asového okamziku a na vSech
ostatnich méfenich je zcela nezavisly. Pro dosazeni stejného vysledku by nam tedy stacilo
pouze urcit pocatecni Casovy okamzik a poté zmétit 10n kyva kyvadla. Jestlize tedy budeme
postupovat pii meétfeni podle ptredchoziho vztahu, potom vSechny mezihodnoty budou
naprosto zbytecné. Oproti pravé popsanému postupu meéteni, kdy nevyuzijeme vétSinu
namétfenych hodnot, metoda postupnych méteni naopak tyto hodnoty pouzije pro ziskani
vysledku. V metodé postupnych méfeni je nutné, aby celkovy pocet rozdili postupné
métenych hodnot byl sudy, tj. n by mélo byt liché, pokud poc¢atecni méfeni mé index 0. Tato
meéfeni pak rozdélime na dvé poloviny stejného poctu a utvoiime rozdil vzdy odpovidajicich
méfeni v obou skupinach. Obsahuje-li kazda skupina

méfenych hodnot, potom kazdy z nasledujicich rozdila
(tk _tO )’ (tk+1 _tl )’ EER) (tn _tk—l )

k-nasobnou hodnotu métenych 10 kyvii kyvadla. V aritmetickém priméru takto vytvofenych
rozdili je rovnomérné vyuzito vSech naméfenych hodnot, ale Zadnd z nich se neopakuje.
Délenim priméru vSech rozdila jejich poctem k& dostaneme hledanou stiedni hodnotu méfené
veliCiny, tj.Casu deseti kyvi, jez je odvozena ze vSech n+1 hodnot a plati

€= %[(tk —t,)+,,, —t)+...+(, -t ).

Rozptyl méfenych hodnot se vypocte z rozptylu priméru € délenim &islem £, tj. plati
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V nasledujici tabulce je prehledné znazornéno schéma zpracovani vysledkii méfeni metodou
postupnych méteni.

(n je liché

Celkem provedeno N méreni

Rozdily At;

Rozdily (At, )’

Poradi | 1.skupina 2.skupina
1 t, t, (€ -t) (€ _to)2
2 t t. €., 1) (€. _t1)2
k tk—l tn (tn _tk—l) (tn _tk—l)z

Kk
> at,

Z (ot

Ptedchozi vysledky pro stiedni hodnotu a rozptyl méfené veliCiny tak miiZzeme

piehlednéji v nésledujici forme

k

psat



4. Aproximace namérenych dat pomoci metody nejmensich ¢tvercia

Nejprve bude poddna obecnd teorie linedrni metody nejmensich ctvercii, jez bude postupné
zjednodusena na nékteré jednoduché a vyznamné piipady. Jestlize méfime né&jakou veli¢inu
¥(X) jez je funkci vice proménnych X =(X,,X,,...,X, ), ziskdme diskrétni naméfené dvojice
(i, X;) hodnot. Tato data je Casto potfebné aproximovat néjakou analytickou funkéni
zavislosti. V obecném piipadé linearni metody nejmensich ctverct Ize tuto zavislost zapsat
jako linearni kombinaci M libovolné zvolenych funkci gi(X), tj. miZeme psat obecny model
nasledovné

M
y(x.a,...,a,) = ;akgk(x).

Funkci gi(X) se téZz nckdy nazyvaji bdzové funkce a mohou byt klidné neline4rni, avsSak
linearita modelu vyplyva ze zavislosti modelu v parametrech ;. Ke zjisténi parametri g;
navrzené¢ho aproximacniho modelu pro dana data a zjistovani jeho kvality se pouziva
nasledujici funkce (nazyvana téz ,,chi kvadrat®)

2 _ . l:b/i _Y(Xioalo---sam)é
X .ZE‘ ,

o.

kde y; jsou namétené hodnoty zkoumané veli¢iny v bodé¢ X; , N je pocet méfeni a O; je
smérodatna odchylka (resp.chyba méteni) v i-tém datovém bod¢ (y;, X;). O této odchylce o; se
piedpoklada, ze je predem znama, a pokud neni znama, tak muze byt pro vSechna data
polozena 0 = 1. Zteorie metody nejmenSich ¢tvercl je zndmo, ze jako parametry jez
nejvhodnéji aproximuji zadana data, musime zvolit ty parametry a; , které minimalizuji
uvedenou funkci )(2. Provedeme-li derivaci funkce )(2 podle jednotlivych parametra a;, potom
dostaneme tzv.normalni rovnice ve tvaru

N 1 |:| M |:|
0= —71V. — ) a.0:(X. X:), k=1,...,M.
IZoi [DYI JZ 95 I)%gk( 2

Necht’ A je matce o rozmérech NxM, kterd je vytvofena znaméfenych dat nasledujicim
zpisobem. Pro jednotlivé prvky matice plati

_ ;%)
e

A

ij

Podobn¢ definujme vektor b, jez ma délku N, a vektor parametri a; oznaéme jako a. Pro
prvky vektoru b plati

<

O.

b. =

Normalni rovnice, jez byly odvozeny miizeme velmi elegantné pifepsat pomoci zavedenych
matic a vektora do tvaru

(ATAya=ATb.



Lze dokéazat, ze inverzni matice k matici soustavy normalnich rovnic C =(ATA)™ tzce

souvisi s nejistotou odhadu parametrii modelu a. Rozptyl odhadnutych parametri dané¢ho
modelu je poté

02 (aj) =ij H

kde Cj je prvek matice C. Normalni rovnice se obvykle fes$i n€kterou z numerickych metod
linearni algebry. V nékterych ptipadech se miize stat, ze matice soustavy normalnich rovnic je
Spatné podminénd, potom pro feSeni musime pouzit jiné numerické metody.

Jako velmi zjednoduseny linedrni aproximacni model zde bude uvedeno prolozeni
naméfenych dat pfimkou. Dale ptedpokladejme, Ze pro vSechny body méteni plati 0 =1, tj. u
vSech namétfenych hodnot ptfedpoklddame stejné rozdéleni chyb meétfeni. Métfime-li tedy
néjakou veli¢inu y(x) jez je funkci jedné proménné x, potom dostaneme mnozinu N
namétfenych dvojic (x; | y;). Naméfenou zavislost chceme aproximovat linedrnim modelem
(ptimkou) ve tvaru

y =y(x,ab)=a+bx,

kde a a b jsou nezndmé parametry této funkce. Tento problém se také Casto nazyva linearni
regrese. Abychom mohli najit nejlepsi odhady parametri ¢ a b, musime minimalizovat
nasledujici funkci )(2 vzhledem k hledanym parametrim

2 _ < by;: —y(X;.ab)
NP |

O.

Jestlize tedy provedeme derivace této funkce podle parametrd, potom dostaneme nasledujici
dvé normdlni rovnice

—K:N - :K:N -
O_Oa .Z[yl (@+bx;,)] a 0 b Iin[)/i (@+bx,)].

Pokud si nyni ozna¢ime nékteré soucty v téchto rovnicich jako

N N N

Sy = in , S, = NZyi s Sk = fo s Sy = inyi >

potom Ize normdlni rovnice jednoduchym zptsobem zapsat

Na+bs, =S,
aS, +bS,, =S,

y

Z této soustavy jiz velmi snadno spocitame napi. pomoci Cramerova pravidla neznadmé
parametry a a b. Dostdvame

— SxxSy _SxSxy b = NSXy _SXS
D b

D=NS, -S;, a L.
D



Uvedena metoda linearni regrese je t¢Z vhodnd i1 pro aproximaci dat jinymi modely nez pouze
pfimkou. Obecné l1ze vyuzit pfedchazejici rovnice k aproximaci dat ve tvaru

y =yx,a.,p)=a+pF(x),

kde fix) je znama funkce nezéavislé¢ proménné x. Polozime-li v pfedchdzejicim ptipadu linearni
regrese X =TF(X), potom je uloha pievedena na aproximaci regresni piimkou. NejcastejSimi
ptipady aproximujicich zavislosti jsou:

y =a+Blogx, X >0,
y =a+pBx",
y =a+pexpX,
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